
XI Wojewódzki Konkurs Matematyczny "W �wiecie Matematyki"

im. Prof. Wªodzimierza Krysickiego

Etap drugi - 26 lutego 2019 r.

Maksymalna liczba punktów do zdobycia: 80.

1. Drugi etap Konkursu skªada si¦ z 7 zada« z tre±ci¡, w tym 3 zada« z matematyki wy»szej -

do zada« tych doª¡czone s¡ de�nicje, twierdzenia i przykªady pomocne w ich rozwi¡zywaniu.

2. Maksymalna liczba punktów do zdobycia za ka»de z zada« podana jest przy jego numerze.

3. Zabrania si¦ korzystania z korektora.

4. Dozwolone jest korzystanie z "Zestawu wybranych wzorów matematycznych" wydawanych przez

Centraln¡ Komisj¦ Egzaminacyjn¡.

5. Zabrania si¦ korzystania z kalkulatora.

6. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzystaniem z ta-

blic matematycznych wymienionych w punkcie 4.) zostaje on wykluczony z Konkursu.
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Zadanie 1 (6 pkt.).

W sze±cian o kraw¦dzi c wpisano kul¦ K. Wyznaczy¢ promie« kuli K1 stycznej zewn¦trznie do kuli K oraz

do trzech ±cian sze±cianu.

Zadanie 2 (8 pkt.).

Zadania do wykonania (5p + 3p):

(I) Znale¹¢ wszystkie liczby rzeczywiste, które daj¡ si¦ jednoznacznie przedstawi¢ jako iloczyn dwóch

liczb dodatnich, takich, »e ró»nica ich logarytmów o podstawie 2 jest równa ilorazowi tych logaryt-

mów.

(II) Wyznaczy¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ wyra»enia a sinx+ b cosx przy ustalonych a, b ∈ R.

Zadanie 3 (12 pkt.).

Zadania do wykonania (5p + 7p):

(I) Wykaza¢, »e je±li x, y, z ∈ R speªniaj¡ równania x+ y + z = xyz, x2 = yz oraz x 6= 0, to x2 ≥ 3.

(II) Liczby rzeczywiste x1, ..., xn s¡ takie, »e x1 + ...+ xn = 0 oraz x21 + ...+ x2n = 1. Wykaza¢, »e w±ród

tych liczb s¡ dwie, których iloczyn jest nie wi¦kszy od −1n .

Zadanie 4 (14 pkt.).

Definicja 1. Powiemy, »e podzbiór I ⊂ R jest przedziaªem domkni¦tym, je»eli jest on jednej z postaci:

I = [a, b], I = [a,∞), I = (−∞, a], I = R, gdzie a < b.

Definicja 2. Niech I b¦dzie przedziaªem domkni¦tym i f : I → I. Powiemy, »e f jest odwzorowaniem

zw¦»aj¡cym, je»eli istnieje α < 1 taka, »e dla dowolnych x, y ∈ I,

|f(x)− f(y)| ≤ α|x− y|.

Przykªad 3. Funkcja f dana wzorem f(x) = 1
2x dla x ∈ [0,∞) jest odwzorowaniem zw¦»aj¡cym.

Istotnie:

- dla dowolnego x ∈ [0,∞), f(x) = 1
2x ∈ [0,∞), zatem f : [0,∞)→ [0,∞);

- dla dowolnych x, y ∈ [0,∞),

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣∣12x− 1

2
y

∣∣∣∣ = 1

2
|x− y| ≤ 1

2
|x− y| .

Twierdzenie 4. Niech I b¦dzie przedziaªem domkni¦tym oraz f : I → I b¦dzie ró»niczkowalna (na

ewentualnych kra«cach I rozwa»amy pochodne jednostronne). Je»eli dla pewnego α < 1 zachodzi

∀x∈I |f ′(x)| ≤ α,

to f jest odwzorowaniem zw¦»aj¡cym.
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Uwaga 5. Poni»ej zakªadamy, »e f jest zde�niowana na pewnym przedziale domkni¦tym I oraz

A,B,C ∈ R i k, l ≥ 1.

- je»eli f(x) = A+Bxk + Cxl, to f ′(x) = Bkxk−1 + Clxl−1

- je»eli f(x) =
√
A+ x, to f ′(x) = 1

2
√
A+x

Przykªad 6. Rozwa»my funkcj¦ f dan¡ wzorem f(x) = 1
15x

3 dla x ∈ [0, 2]. �atwo wida¢, »e dla

x ∈ [0, 2], f(x) ∈ [0, 2], czyli f : [0, 2]→ [0, 2]. Jednocze±nie dla dowolnego x ∈ [0, 2], |f ′(x)| = | 315x
2| ≤ 12

15 .

Wobec Twierdzenia 4, f jest odwzorowaniem zw¦»aj¡cym.

Twierdzenie 7. (Zasada Banacha)

Je»eli I jest przedziaªem domkni¦tym oraz f : I → I jest odwzorowaniem zw¦»aj¡cym, to f posiada

dokªadnie jeden punkt staªy x∗, tj. jedyny punkt x∗ ∈ I speªniaj¡cy:

x∗ = f(x∗).

Dodatkowo, dla dowolnego x0 ∈ I, ci¡g (xn) zde�niowany przez:

xn+1 := f(xn) dla n ≥ 1

jest zbie»ny do x0.

Zasada Banacha mo»e by¢ wykorzystana do badania zbie»no±ci ci¡gu zadanego rekurencyjnie.

Przykªad 8. Niech (an)
∞
n=0 b¦dzie zde�niowany poni»sz¡ rekurencj¡:{

a0 = 0

an+1 = 1− 1
2an dla n ≥ 1

tzn. a0 = 0, a1 = 1 − 1
2a0 = 1 − 1

20 = 1, a2 = 1 − 1
2a1 = 1 − 1

2 = 1
2 , itd. Poka»emy, »e ci¡g (an)

∞
n=0 jest

zbie»ny i jego granica wynosi 2
3 .

Dla x ∈ [0, 1], niech f(x) := 1− 1
2x. Zauwa»my, »e dla dowolnego x ∈ [0, 1], mamy:

• 0 ≤ 1− 1
2x ≤ 1;

• |f ′(x)| = | − 1
2 | ≤

1
2 ,

zatem f : [0, 1]→ [0, 1] oraz f jest odwzorowaniem zw¦»aj¡cym (na mocy Twierdzenia 4).

Z zasady Banacha wnioskujemy wi¦c, »e f ma dokªadnie jeden punkt staªy x∗ i dla dowolnego x0 ∈ [0, 1],

ci¡g (xn)
∞
n=0 dany przez xn+1 = f(xn) = 1− 1

2xn, jest zbie»ny do x∗.

W szczególno±ci, przyjmuj¡c x0 := 0 mo»emy wywnioskowa¢, »e rozwa»any ci¡g (an)
∞
n=0 jest zbie»ny do

x∗. Pozostaje wyznaczy¢ x∗.

Skoro x∗ to punkt staªy f , to x∗ jest rozwi¡zaniem równania

x∗ = f(x∗) = 1− 1

2
x∗,

czyli, jak ªatwo policzymy, x∗ =
2
3 . Ostatecznie, ci¡g (an)

∞
n=0 jest zbie»ny do 2

3 .

Zadania do samodzielnego wykonania

Zadanie (4p + 4p + 6p)

Korzystaj¡c z zasady Banacha udowodnij, »e zde�niowane rekurencyjnie ci¡gi (an)
∞
n=0, (bn)

∞
n=0 i (cn)

∞
n=0

s¡ zbie»ne i wyznacz ich granice.
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(I) {
a0 = 0

an+1 = 1− 1
3(an)

2, dla n ≥ 1

(II) {
b0 = 0

bn+1 =
√
3 + bn, dla n ≥ 1

(III) {
c0 = 0

cn+1 = −1
2(cn)

2 + cn + 1
3 , dla n ≥ 1

Zadanie 5 (13 pkt.).

Przez
(
n
k

)
oznaczmy liczb¦ n!

k!(n−k)! , gdzie k, n ∈ N, 0 ≤ k ≤ n. Liczba
(
n
k

)
ma interpretacj¦ kombinato-

ryczn¡ � jest to liczba k-elementowych podzbiorów zbioru n-elementowego. Dzi¦ki temu mo»na wykaza¢

pewne równo±ci metodami kombinatorycznymi, które innymi metodami trudno si¦ dowodzi. Rozwa»my

dla przykªadu równo±¢:(
n

k

)
=

k∑
i=0

(
m

i

)(
l

k − i

)
, gdzie m+ l = n i k ≤ min{m, l}.

Odpowiedzmy sobie na pytanie: na ile sposobów mo»na wybra¢ k osób spo±ród n osób. Wiemy dodatkowo,

»e w±ród tych osób jest m m¦»czyzn i l kobiet. Z jednej strony wiadomo, »e liczba takich sposobów wynosi(
n
k

)
. Z drugiej strony na

(
m
i

)(
l

k−i
)
sposobów mo»na wybra¢ k osób tak, aby w±ród nich byªo i m¦»czyzn

oraz k − i kobiet. Zatem k osób spo±ród n osób mo»na wybra¢ na
∑k

i=0

(
m
i

)(
l

k−i
)
sposobów.

Zadania do samodzielnego wykonania

Zadanie (6p + 7p)

(I) Niech N,M ∈ N oraz niech k ≤ min{N,M}. Udowodnij równo±ci
k∑

l=0

(
N
l

)(
M
k−l
)(

N+M
k

) = 1

oraz
k∑

l=0

l ·
(
N
l

)(
M
k−l
)(

N+M
k

) =
kN

M +N
.

(II) Wykaza¢, »e

3n =

n∑
k=0

n−k∑
l=0

(
n

k

)(
n− k
l

)

Zadanie 6 (14 pkt.).

Europejska opcja kupna jest to kontrakt daj¡cy nabywcy tej opcji prawo do kupna ustalonej ilo±ci

pewnego instrumentu podstawowego (najcz¦±ciej akcji) po okre±lonej cenie wykonaniaK wyª¡cznie w usta-

lonym terminie T .Wystawca europejskiej opcji kupna ma w chwili T obowi¡zek sprzeda»y (o ile nabywca
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b¦dzie zdecydowany na wykonanie opcji, czyli kupno) tej ustalonej ilo±ci instrumentu podstawowego po

okre±lonej cenie K.

Od tego momentu zakªadamy, »e opcja wystawiona jest na akcj¦ niegeneruj¡c¡ dodatkowych przychodów.

Ponadto:

1) Oprocentowanie lokat i kredytów jest jednakowe i staªe;

2) Mo»liwo±¢ zaci¡gania kredytów jest nieograniczona;

3) Zapewniona jest pªynno±¢ obrotu wszystkimi aktywami;

4) Nie ma kosztów zwi¡zanych z zawieraniem transakcji;

5) Zyski z inwestycji nie s¡ obci¡»one podatkami;

6) Wszystkie aktywa s¡ doskonale podzielne.

Funkcja wypªaty europejskiej opcji kupna z cen¡ wykonania K i terminem wyga±ni¦cia T przedstawiona

jest wzorem max{ST −K, 0}, gdzie St oznacza cen¦ akcji w chwili t.

Przy wyznaczaniu ceny europejskiej opcji kupna wystawionej na akcj¦ o bie»¡cej cenie S0 z cen¡

wykonania K, zakªadamy, »e w jednym okresie cena akcji mo»e wzrosn¡¢ o czynnik u albo zmale¢

o czynnik d. Speªniona musi by¢ nierówno±¢ d < 1 + r < u, gdzie r > 0 jest efektywn¡ stop¡ procen-

tow¡ obowi¡zuj¡c¡ w danym okresie. Przykªadowo, ceny akcji w chwili t = 1 mo»na opisa¢ nast¦puj¡co:

• Su
1 = uS0, gdy nast¡piª wzrost ceny akcji;

• Sd
1 = dS0, gdy nast¡piª spadek ceny akcji.

Oznaczmy p := 1+r−d
u−d ∈ [0, 1]. Wielko±¢ t¡ nazywamy prawdopodobie«stwem arbitra»owym.

Przyjmijmy oznaczenia:

C0 − cena europejskiej opcji kupna w chwili t = 0;

Cu
1 = max{Su

1 −K, 0} − warto±¢ europejskiej opcji kupna w chwili t = 1 po wzro±cie ceny akcji;

Cd
1 = max{Sd

1 −K, 0} − warto±¢ europejskiej opcji kupna w chwili t = 1 po spadku ceny akcji.

}
(1)

Przykªad

Zaªó»my, »e warto±¢ akcji spóªki ABC w chwili t = 0 wynosi S0 = 100zª oraz na koniec okresu mo»e

wzrosn¡¢ o 50% lub zmale¢ o 30%. Efektywna stopa procentowa wynosi 20%. Wyceni¢ europejsk¡ opcj¦

kupna wystawion¡ na akcj¦ tej spóªki, je±li termin do wyga±ni¦cia T wynosi 1, a cena wykonania tej opcji

to 110zª.

Rozwi¡zanie:

Wiemy, »e: u = 1, 5; d = 0, 7; r = 0, 2; K = 110 zª.

St¡d Su
1 = 1, 5 · 100 zª = 150 zª; Sd

1 = 0, 7 · 100 zª = 70 zª.

Aby wyceni¢ europejsk¡ opcj¦ kupna, korzystamy z tzw. drzewa dwumianowego postaci:

Widzimy, »e przedstawia ono �trójk¡t" o wierzchoªkach C0, C
u
1 oraz Cd

1 , gdzie z prawdopodobie«stwem

p warto±¢ europejskiej opcji kupna mo»e wzrosn¡¢ do Cu
1 lub z prawdopodobie«stwem 1 − p zmale¢ do

Cd
1 . Przy wyznaczaniu C0 musimy uwzgl¦dni¢ oba przypadki.

Wobec tego wyznaczmy p, Cu
1 oraz Cd

1 :
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p = 1+0,2−0,7
1,5−0,7 = 5

8 ,

Cu
1 = max{Su

1 −K; 0} = max{100 · 1, 5− 110; 0} = 40,

Cd
1 = max{Sd

1 −K; 0} = max{100 · 0, 7− 110; 0} = 0.

Aby wyznaczy¢ cen¦ europejskiej opcji kupna na chwil¦ t = 0, nale»y skorzysta¢ ze wzoru

C0 =
1

1 + r

(
p · Cu

1 + (1− p) · Cd
1

)
. (2)

St¡d

C0 =
1

1 + 0, 2

(5
8
· 40 +

(
1− 5

8

)
· 0
)
=

250

12
zª.

W przypadku, gdy T > 1, post¦pujemy analogicznie. Poni»ej przedstawione jest uogólnione drzewo

dwumianowe (w szczególno±ci dla dwóch okresów), gdzie Cuu
2 oznacza warto±¢ europejskiej opcji kupna

po dwóch wzrostach ceny akcji, Cud
2 warto±¢ europejskiej opcji kupna po wzro±cie i spadku ceny akcji, za±

Cdd
2 warto±¢ europejskiej opcji kupna po dwóch spadkach ceny akcji.

W tym przypadku drzewo zbudowane jest ju» z wi¦kszej liczby �trójk¡tów". Dla przykªadu, rozwa»aj¡c

�trójk¡t" o wierzchoªkach Cu
1 , C

uu
2 i Cud

2 , warto±¢ Cu
1 (czyli warto±¢ europejskiej opcji kupna po wzro±cie

ceny akcji) otrzymamy korzystaj¡c ze wzoru (2). Najpierw jednak nale»y wyznaczy¢ warto±ci ko«cowe

Cuu
2 , Cud

2 oraz Cdd
2 , korzystaj¡c z analogicznych wzorów do (1).

Zadanie do wykonania (14p): Rozwa»my akcj¦ spóªki XYZ o cenie bie»¡cej S0 = 120 PLN. W

kolejnych dwóch okresach cena ta mo»e wzrosn¡¢ u-krotnie lub zmale¢ o 10%. Na t¦ akcj¦ wystawiono

europejsk¡ opcj¦ kupna z cen¡ wykonania K = 120 PLN (0 < K < 108u), trwaj¡c¡ dwa okresy. Wiedz¡c,
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»e efektywna stopa procentowa w ka»dym z tych okresów wynosi r = 5% oraz bie»¡ca cena tej opcji wynosi

C0 = 16 16
49 PLN (80049 PLN), obliczy¢ wska¹nik wzrostu u.

Zadanie 7 (13 pkt.). De�nicja zbioru liczb naturalnych N poprzez zestaw aksjomatów - tzw. aksjo-

matyki Peana:

poj¦cia niede�niowane: 1, poj¦cie przynale»no±ci (oznaczane symbolem ∈) oraz nast¦pnik liczby n

oznaczany S(n),

(A1) 1 jest liczb¡ naturaln¡;

(A2) nast¦pnik ka»dej liczby naturalnej jest liczb¡ naturaln¡;

(A3) 1 nie jest nast¦pnikiem »adnej liczby naturalnej;

(A4) dowolne dwie liczby naturalne maj¡ce równe nast¦pniki s¡ równe;

(A5) zasada indukcji: Je±li X jest podzbiorem zbioru N takim, »e:

• 1 ∈ X,
• dla ka»dego n ∈ N je±li n ∈ X to S(n) ∈ X,

to X = N
(standardowo de�niujemy: 2 = S(1), 3 = S(2) itd.).

Bazuj¡c na powy»szej aksjomatyce mo»emy równie» zde�niowa¢ naturalne dziaªania: dodawania i mno»enia

w zbiorze N.
• Dodawanie: dla n,m ∈ N de�niujemy n+ 1 = S(n) oraz n+ S(m) = S(n+m);

• Mno»enie: dla n,m ∈ N de�niujemy n · 1 = n oraz n · S(m) = n ·m+ n.

Twierdzenie 1. Je±li N jest zbiorem liczb naturalnych zde�niowanym w aksjomatyce Peana oraz +

jest dodawaniem zde�niowanym jak wy»ej, to dla n ∈ N mamy n+ 1 = 1 + n.

Dowód. Niech X = {n ∈ N : n+ 1 = 1 + n}. Wykorzystuj¡c (A5) poka»emy, »e X = N.
Krok 1. : Zauwa»my, »e dla n = 1 mamy:

1 + 1 = 1 + 1.

St¡d 1 ∈ X.
Krok 2. : Niech n0 ∈ N i zaªó»my, »e n0 ∈ X. Poka»emy, »e S(n0) ∈ X. Mamy:

1 + S(n0)
def+
= S(1 + n0)

n0∈X= S(n0 + 1) = S(S(n0))
def+
= S(n0) + 1.

St¡d S(n0) ∈ X.
Podsumowanie: Wobec (A5) X = N co nale»aªo pokaza¢.

�

Zadania do wykonania (5p +8p):

(I) Wyka» przemienno±¢ dodawania liczb naturalnych w aksjomatyce Peana, tj. wyka», »e dla dowolnych

n,m ∈ N zachodzi n+m = m+ n.

(II) Wyka» ª¡czno±¢ dodawania liczb naturalnych w aksjomatyce Peana, tj. wyka», »e dla dowolnych

n,m, k ∈ N zachodzi (n+m) + k = n+ (m+ k).


