
X Wojewódzki Konkurs Matematyczny "W �wiecie Matematyki"

im. Prof. Wªodzimierza Krysickiego

Etap drugi - 23 lutego 2018 r.

Maksymalna liczba punktów do zdobycia: 80.

1. Drugi etap Konkursu skªada si¦ z 4 zada« z tre±ci¡ oraz 3 zada« z matematyki wy»szej - do zada«

tych doª¡czone s¡ de�nicje, twierdzenia i przykªady pomocne w ich rozwi¡zywaniu.

2. Maksymalna liczba punktów do zdobycia za ka»de z zada« podana jest przy jego numerze.

3. Zabrania si¦ korzystania z korektora.

4. Dozwolone jest korzystanie z "Zestawu wybranych wzorów matematycznych" wydawanych przez

Centraln¡ Komisj¦ Egzaminacyjn¡.

5. Zabrania si¦ korzystania z kalkulatora.

6. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzystaniem z ta-

blic matematycznych wymienionych w punkcie 4.) zostaje on wykluczony z Konkursu.
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Zadanie 1 (10 pkt.).

Dªugo±ci boków trójk¡ta speªniaj¡ warunek a ≥ b ≥ c. Niech R oraz r b¦d¡ dªugo±ciami promieni okr¦gów

odpowiednio opisanego i wpisanego w ten trójk¡t.

Zadania do wykonania (8p + 2p):

(I) Wykaza¢, »e bc ≤ 6Rr ≤ a2.
(II) Stwierdzi¢, przy jakiej zale»no±ci pomi¦dzy dªugo±ciami boków zachodzi bc = 6Rr = a2.

Zadanie 2 (10 pkt.).

Zadania do wykonania (5p + (3p+2p)):

(I) Znajd¹ najwi¦kszy ujemny pierwiastek równania

3 + 2 sinx+ cos
2x

3
= 0.

(II) Dla jakich warto±ci parametru a ∈ R równanie

cos 2x+ a sinx = 2a− 7

ma rozwi¡zanie? Rozwi¡» to równanie dla najmniejszej mo»liwej warto±ci parametru a.

Zadanie 3 (6 pkt.).

Wykaza¢, »e je±li a+ b = 1, to a4 + b4 ≥ 1
8 dla dowolnych a, b ∈ R.

Zadanie 4 (10 pkt.).

Niech Ω b¦dzie sko«czonym zbiorem, tj. Ω = {ω1, . . . , ωd} dla pewnego d ∈ N. Elementy zbioru Ω na-

zywamy zdarzeniami elementarnymi, za± dowolny podzbiór A ⊂ Ω nazywamy zdarzeniem. Zakªadamy,

»e ka»de zdarzenie elementarne jest jednakowo prawdopodobne. W zwi¡zku z tym prawdopodobie«stwo

zaj±cia zdarzenia A ⊂ Ω wyra»a si¦ nast¦puj¡cym wzorem

P(A) =
|A|
|Ω|

,

gdzie |B| oznacza moc zbioru B albo inaczej ilo±¢ elementów zbioru B ⊂ Ω.

Definicja 1. Mówimy, »e zdarzenia A1, A2, . . . , An, n ∈ N, s¡ niezale»ne, je±li zachodzi poni»sza

równo±¢

P
(
Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik

)
= P(Ai1) · P(Ai2) · . . . · P(Aik)

dla wszystkich k = 2, . . . , n i wszystkich 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n.

Definicja 2. Mówimy, »e zdarzenia A1, A2, . . . , An s¡ parami niezale»ne, je»eli dla dowolnych ró»nych

i, j ∈ {1, ..., n} mamy

P
(
Ai ∩Aj

)
= P(Ai) · P(Aj).

Jest jasne, »e je»eli zdarzenia s¡ niezale»ne, to s¡ równie» parami niezale»ne. Implikacja w drug¡ stron¦

nie musi zachodzi¢, co pokazuje poni»szy przykªad.
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Przykªad 3. (Bernstein, 1928) Rozwa»my urn¦, w której znajduj¡ si¦ cztery kule ponumerowane

nast¦puj¡co: 112, 121, 211 i 222. Losujemy jedn¡ kul¦, wi¦c zbiór wszystkich zdarze« elementarnych ma

posta¢ Ω = {(112), (121), (211), (222)}. Niech A1 oznacza zdarzenie "wylosowano kul¦ o numerze rozpo-

czynaj¡cym si¦ od jedynki", A2 - "wylosowano kul¦ o numerze, w której druga cyfra jest jedynk¡", za± A3

- "wylosowano kul¦ o numerze, w której trzecia cyfra jest jedynk¡". Mamy

P(Ai) =
|Ai|
|Ω|

=
2

4
= 0, 5

dla i = 1, 2, 3 oraz P(A1 ∩ A2) = P(A1 ∩ A3) = P(A2 ∩ A3) = 0, 25. Oznacza, to »e zdarzenia A1, A2, A3

s¡ parami niezale»ne. Ale

P(A1 ∩A2 ∩A3) = 0 6= 0, 125 = P(A1) · P(A2) · P(A3),

wi¦c zdarzenia A1, A2, A3 nie s¡ niezale»ne.

Zadania do wykonania (2p + 4p + 4p):

(I) W urnie znajduje si¦ jedna kula biaªa oraz jedna czarna. Losujemy trzy razy jedn¡ kul¦ ze zwrotem.

Niech A oznacza zdarzenie "wylosowano co najwy»ej jedn¡ kul¦ czarn¡", za± B oznacza "wylosowano

wszystkie kule tego samego koloru". Sprawdzi¢, czy zdarzenia A i B s¡ niezale»ne.

(II) Rozwa»my nast¦puj¡cy zbiór zdarze« elementarnych

Ω = {(a, b, c), (a, c, b), (c, a, b), (c, b, a), (b, a, c), (b, c, a), (a, a, a), (b, b, b), (c, c, c)} .

Niech Ak, k = 1, 2, 3, oznacza zdarzenie polegaj¡ce na tym, »e na k-tym miejscu znajduje si¦ litera

a. Pokaza¢, »e zdarzenia A1, A2, A3 s¡ parami niezale»ne, ale nie s¡ niezale»ne.

(III) Niech A1, A2, A3 b¦d¡ zdarzeniami takimi, »e

P(A1 ∩A2 ∩A3) = P(A1) · P(A2) · P(A3).

Czy zdarzenia A1, A2, A3 s¡ parami niezale»ne? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 5 (18 pkt.).

Równanie funkcyjne to równanie, w którym wyst¦puj¡ funkcje i zmienne, a niewiadom¡ jest funkcja.

Zmienne zazwyczaj s¡ dowolnymi elementami dziedziny. Zakres warto±ci zmiennych zwykle zapisujemy po

prawej stronie równania. Rozwi¡zanie równania funkcyjnego polega na wyznaczeniu wszystkich funkcji,

które je speªniaj¡. W tym celu stosujemy ró»norakie podstawienia warto±ci zmiennych wyst¦puj¡cych w

równaniu. Rozwi¡zaniem równania funkcyjnego jest wi¦c zbiór funkcji.

Przykªad 1. Wyznaczymy wszystkie funkcje f : R→ R speªniaj¡ce równanie funkcyjne:

2f(x+ y)− f(2x)− 4f(y) = 2(x− y)2, x, y ∈ R. (1)

Rozwi¡zanie: Podstawmy x = 0 i y = 0 w równaniu (1) dostaj¡c:

2f(0 + 0)− f(0)− 4f(0) = 2(0− 0)2 = 0.

Wnioskujemy st¡d, »e f(0) = 0. Teraz wstawmy w (1) y = x:

2f(2x)− f(2x)− 4f(x) = 2(x− x)2 = 0, x ∈ R,
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czyli

f(2x) = 4f(x), x ∈ R. (2)

Z kolei, podstawienie y = 0 w równaniu (1) prowadzi do:

2f(x− 0)− f(2x)− 4f(0) = 2(x− 0)2 = 2x2, x ∈ R,

czyli

f(2x) = 2f(x)− 2x2, x ∈ R. (3)

Równo±ci (2) i (3) po przyrównaniu do siebie i podzieleniu stronami przez 2 daj¡ nam kolejny zwi¡zek:

f(x) = −x2, x ∈ R. (4)

Jest to szukana posta¢ funkcji f . Teraz nale»y sprawdzi¢, »e funkcja dana wzorem (4) speªnia równanie

(1). To jest ªatwym przeliczeniem:

−2(x+ y)2 + (2x)2 + 4y2 = 2(x− y)2, x, y ∈ R.

Odpowied¹: Funkcja f : R→ R speªnia równanie (1) wtedy i tylko wtedy, gdy

f(x) = −x2, x ∈ R.

Przykªad 2. Wyznaczymy wszystkie funkcje f : R→ R speªniaj¡ce równanie funkcyjne:

f(f(x+ y) + x) = y, x, y ∈ R. (5)

Rozwi¡zanie: Podstawmy x = 0:

f(f(y)) = f(f(0 + y) + 0) = y, y ∈ R. (6)

Zauwa»my, »e z równo±ci (6) wynika, »e funkcja f jest odwracalna oraz f = f−1. Teraz podstawmy w (5)

y = 0:

f(f(x) + x) = 0, x ∈ R.

Mamy st¡d:

f(f(f(x) + x)) = f(0), x ∈ R.

Poniewa» f = f−1, wi¦c

f(x) + x = f(0), x ∈ R.

Oznaczaj¡c c = f(0) dostajemy:

f(x) = −x+ c, x ∈ R.

�atwo jest sprawdzi¢, »e dla dowolnej staªej c ∈ R funkcja powy»szej postaci speªnia równanie (5). Od-

powied¹: Funkcja f : R → R speªnia równanie (5) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka staªa c ∈ R,
»e

f(x) = −x+ c, x ∈ R.

Zadania do wykonania (8p + 10p):

(I) Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R→ R speªniaj¡ce równanie funkcyjne:

f(x+ 2y) + 1 + y = f(x) + f(y), x, y ∈ R.
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(II) Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R→ R speªniaj¡ce równanie funkcyjne:

f(x+ y)− f(x− y) = 4xy, x, y ∈ R.

Zadanie 6 (15 pkt.).

Definicja 1. Powiemy, »e podzbiór I ⊂ R jest przedziaªem domkni¦tym, je»eli jest on jednej z postaci:

* I = [a, b] dla pewnych a, b ∈ R, a < b (np. [1, 2]);

* I = [a,∞) dla pewnego a ∈ R (np. [1,∞));

* I = (−∞, a] dla pewnego a ∈ R (np. (−∞, 2]);

* I = R.

Definicja 2. Niech I b¦dzie przedziaªem domkni¦tym i f : I → I. Powiemy, »e f jest odwzorowaniem

zw¦»aj¡cym, je»eli istnieje α < 1 taka, »e dla dowolnych x, y ∈ I,

|f(x)− f(y)| ≤ α|x− y|.

Powiemy, »e f jest odwzorowaniem sªabo zw¦»aj¡cym, je»eli dla dowolnych x, y ∈ I takich, »e x 6= y,

zachodzi

|f(x)− f(y)| < |x− y|.

Powiemy, »e f jest odwzorowaniem nieoddalaj¡cym, je»eli dla dowolnych x, y ∈ I,

|f(x)− f(y)| ≤ |x− y|.

Uwaga 3. Ka»de odwzorowanie zw¦»aj¡ce jest sªabo zw¦»aj¡ce, a ka»de odwzorowanie sªabo zw¦»aj¡ce

jest nieoddalaj¡ce.

Przykªad 4.

Funkcja f dana wzorem f(x) = 1
2x dla x ∈ [0,∞) jest odwzorowaniem zw¦»aj¡cym. Istotnie:

- dla dowolnego x ∈ [0,∞), f(x) = 1
2x ∈ [0,∞), zatem f : [0,∞)→ [0,∞);

- dla dowolnych x, y ∈ [0,∞),

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣∣12x− 1

2
y

∣∣∣∣ =
1

2
|x− y| ≤ 1

2
|x− y| .

Przykªad 5. Funkcja g dana wzorem g(x) = x dla x ∈ R jest odwzorowaniem nieoddalaj¡cym ale

nie jest odwzorowaniem sªabo zw¦»aj¡cym. Istotnie, g : R→ R oraz dla dowolnych x, y ∈ R,

|g(x)− g(y)| = |x− y| ≤ |x− y|.

Przypu±¢my, »e g jest odwzorowaniem sªabo zw¦»aj¡cym. Wówczas dla ró»nych x, y ∈ R dostajemy sprzecz-

no±¢:

|x− y| = |g(x)− g(y)| < |x− y|.

Przykªad 6. Funkcja h(x) = x+ 1 dla x ∈ [0, 1] nie jest odwzorowaniem nieoddalaj¡cym, poniewa»

h(1) = 2 /∈ [0, 1]. Zatem nieprawda, »e h : [0, 1]→ [0, 1].
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Twierdzenie 7. Niech I b¦dzie przedziaªem domkni¦tym, f : I → R oraz niech α < ∞. Zaªó»my,

»e f jest ró»niczkowalna na I (na kra«cach I rozwa»amy pochodne jednostronne). Nast¦puj¡ce warunki s¡

równowa»ne:

(i) dla dowolnego x ∈ I, moduª pochodnej |f ′(x)| ≤ α;
(ii) dla dowolnych x, y ∈ I, |f(x)− f(y)| ≤ α|x− y|.

Uwaga 8. Poni»ej zakªadamy, »e f, g s¡ zde�niowane na pewnym przedziale domkni¦tym I oraz a ∈ R.
1. Pochodne podstawowych funkcji:

- je»eli f(x) = x, to f ′(x) = 1;

- je»eli f(x) = 1, to f ′(x) = 0;

- je»eli n ≥ 2 i f(x) = xn, to f ′(x) = nxn−1;

- je»eli f(x) = sinx, to f ′(x) = cosx;

- je»eli f(x) = cosx, to f ′(x) = − sinx;

- je»eli f(x) = ex, to f ′(x) = ex.

2. Podstawowe wªasno±ci pochodnych:

- (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x) (np. (x+ x2)′ = (x)′ + (x2)′ = 1 + 2x1 = 1 + 2x);

- (af)′(x) = af ′(x) (np. (3 sinx)′ = 3(sinx)′ = 3 cosx).

Przykªad 9. Rozwa»my funkcj¦ f dan¡ wzorem f(x) = 1
15x

3 dla x ∈ [0, 2]. �atwo wida¢, »e dla

x ∈ [0, 2], f(x) ∈ [0, 2], czyli f : [0, 2]→ [0, 2]. Jednocze±nie dla dowolnego x ∈ [0, 2], |f ′(x)| = | 315x
2| ≤ 12

15 .

Wobec Twierdzenia 7, f jest odwzorowaniem zw¦»aj¡cym.

Definicja 10. Niech I b¦dzie przedziaªem domkni¦tym i f : I → I. Powiemy, »e x∗ ∈ I jest punktem

staªym f , je»eli f(x∗) = x∗.

Twierdzenie 11. (Zasada Banacha) Je»eli I jest przedziaªem domkni¦tym i f : I → I jest odwzoro-

waniem zw¦»aj¡cym, to f posiada dokªadnie jeden punkt staªy.

Zadania do wykonania (3p + 4p + (2p + 3p) + 3p):

(I) Rozwa»my funkcje f, g, h, p zde�niowane nast¦puj¡co:

f(x) = x2 dla x ∈ R;
g(x) = x2 dla x ∈

[
−1

3 ,
1
3

]
;

h(x) = x2 + 5 dla x ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
;

p(x) = sinx dla x ∈ R.
Dla ka»dej z tych funkcji oce«, czy jest ona odwzorowaniem zw¦»aj¡cym oraz czy jest ona odwzo-

rowaniem nieoddalaj¡cym. W ka»dym przypadku odpowied¹ uzasadnij.

(II) Wykonaj jedno z poni»szych zada«:

(a) Podaj przykªad odwzorowania sªabo zw¦»aj¡cego które nie jest zw¦»aj¡ce. (2p)

(b) Podaj przykªad odwzorowania sªabo zw¦»aj¡cego bez punktu staªego, które nie jest zw¦»aj¡ce.

(4p)

(III) (a) Niech f b¦dzie odwzorowaniem sªabo zw¦»aj¡cym. Udowodnij, »e f posiada co najwy»ej jeden

punkt staªy.

(b) Niech f b¦dzie odwzorowaniem nieoddalaj¡cym. Udowodnij, »e f posiada co najwy»ej jeden

punkt staªy lub posiada niesko«czenie wiele punktów staªych.
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(IV) Korzystaj¡c z Zasady Banacha wyka», »e równanie

2x+ cosx = 2

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie w zbiorze R.

Zadanie 7 (11 pkt.).

Dla dowolnych dwu liczb naturalnych a, b ∈ N mo»na zde�niowa¢ ich najwi¦kszy wspólny dzielnik jako

najwi¦ksz¡ liczb¦ naturaln¡, która dzieli a oraz b. Zwyczajowo najwi¦kszy wspólny dzielnik liczb a, b

oznaczamy (a, b). Dodatkowo, je±li (a, b) = 1 to liczby a, b nazywamy wzgl¦dnie pierwszymi.

Przykªad 1. Niech a = 12, b = 32 wówczas (a, b) = 4.

Poni»szy algorytm, zwany Algorytmem Euklidesa pozwala w ªatwy sposób znale¹¢ najwi¦kszy wspólny

dzielnik dwu liczb.

Algorytm 2. Niech a, b ∈ N. Oczywi±cie, je±li a = b, to (a, b) = a. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e a 6= b i

przyj¡¢, dla ustalenia uwagi, »e b < a.

Krok 1. Dzielimy liczb¦ a przez b uzyskuj¡c reszt¦ a1 ∈ {0, 1, ..., b− 1}.
Krok 2. Dzielimy liczb¦ liczb¦ b przez a1 uzyskuj¡c reszt¦ a2 ∈ {0, 1, ..., a1 − 1}.
Krok 3. Dzielimy liczb¦ a1 przez a2 uzyskuj¡c reszt¦ a3 ∈ {0, 1, ..., a2 − 1}.

...

Algorytm ko«czy si¦ w kroku n ∈ N, w którym an = 0. Wówczas (a, b) = an−1.

Przykªad 3. Niech a = 929 oraz b = 277. Mamy:

Krok 1. 929 = 3 · 277 + 98

Krok 2. 277 = 2 · 98 + 81

Krok 3. 98 = 1 · 81 + 17

Krok 4. 81 = 4 · 17 + 13

Krok 5. 17 = 1 · 13 + 4

Krok 6. 13 = 3 · 4 + 1

Krok 7. 4 = 4 · 1 + 0.

Ostatni¡ niezerow¡ reszt¡ jest a6 = 1 zatem (929, 277) = 1.

Twierdzenie 4. Niech a, b ∈ N oraz oznaczmy D = (a, b). Wówczas istniej¡ x, y ∈ Z takie, »e

D = xa+ yb.

Przedstawienie najwi¦kszego wspólnego dzielnika w postaci kombinacji liniowej o wspóªczynnikach

caªkowitych mo»na ªatwo znale¹¢ "odwracaj¡c" algorytm Euklidesa w nast¦puj¡cy sposób (odnosz¡c si¦

do powy»szego przykªadu):

Przykªad 5.

1
Krok 6.

= 13 − 3 · 4 Krok 5.
= 13 − 3 · (17 − 1 · 13) = (−3) · 17 + 4 · 13

Krok 4.
= (−3) · 17 + 4 · (81 − 4 · 17) =

4 · 81− 19 · 17
Krok 3.

= 4 · 81− 19 · (98− 1 · 81) = (−19) · 98 + 23 · 81
Krok 2.

= (−19) · 98 + 23 · (277− 2 · 98) =

23 · 277− 65 · 98
Krok 1.

= 23 · 277− 65 · (929− 3 · 277) = (−65) · 929 + 218 · 277.

Ostatecznie (929, 277) = 1 = (−65) · 929 + 218 · 277.
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Definicja 6. Dla ustalonej liczby naturalnej n ∈ N, rozwa»my zbiór φ(n) = {k ∈ {1, ..., n} : (k, n) =

1}. W zbiorze φ(n) mo»na okre±li¢ dziaªanie dwuargumentowe

·n : φ(n)× φ(n)→ φ(n)

nast¦puj¡co: a ·n b to reszta z dzielenia a · b przez n, dla a, b ∈ φ(n) (reszta z dzielenia a · b przez n, to
jedyna liczba r ∈ {0, ..., n− 1} taka, »e liczba a · b− r jest podzielna przez n).

Twierdzenie 7. Dziaªanie ·n w zbiorze φ(n) ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(i) dla ka»dego a ∈ φ(n) mamy 1 ·n a = a;

(ii) dla wszystkich a, b ∈ φ(n) mamy a ·n b = b ·n a;

(iii) dla wszystkich a, b, c ∈ φ(n) mamy (a ·n b) ·n c = a ·n (b ·n c);
(iv) dla ka»dego a ∈ φ(n) istnieje dokªadnie jedno a−1 ∈ φ(n) takie, »e a ·n a−1 = 1.

Przykªad 8. Rozwa»my zbiór φ(929). W poprzednich przykªadach pokazali±my, »e (929, 277) = 1

zatem 277 ∈ φ(929). Dodatkowo, skoro 1 = (−65) · 929 + 218 · 277, to 218 ·929 277 = 1. St¡d 277−1 = 218.

Zadania do wykonania (2p + 3p + 2p + 2p + 2p):

(I) Wykorzystuj¡c Algorytm Euklidesa wyznacz (282, 78).

(II) Wykorzystuj¡c Twierdzenie 4 wyka», »e dla dowolnych liczb a, b ∈ N istniej¡ x ∈ N, y ∈ Z takie, »e

xa+yb = (a, b) (tj., »e mo»na oczekiwa¢, aby w kombinacji liniowej generuj¡cej najwi¦kszy wspólny

dzielnik z Twierdzenia 4 KONKRETNY wspóªczynnik byª dodatni).

(III) Znajd¹ (121)−1 w zbiorze φ(416).

(IV) Wyka», »e dla dowolnego n ∈ N oraz a ∈ φ(n) mamy (a−1)−1 = a.

(V) Rozwi¡» w φ(37) równanie zmiennej x ∈ φ(37) postaci:

8 ·37 x−1 = 16,

tj. znajd¹ wszystkie x ∈ φ(37) speªniaj¡ce to równanie.


