X Wojewddzki Konkurs Matematyczny "W Swiecie Matematyki"
im. Prof. Wtodzimierza Krysickiego
Etap drugi - 23 lutego 2018 r.

Maksymalna liczba punktéw do zdobycia: 80.

. Drugi etap Konkursu sktada sie z 4 zadan z trescia oraz 3 zadan z matematyki wyzszej - do zadan

tych dotaczone sa definicje, twierdzenia i przykltady pomocne w ich rozwigzywaniu.

2. Maksymalna liczba punktéw do zdobycia za kazde z zadari podana jest przy jego numerze.

3. Zabrania sie korzystania z korektora.

. Dozwolone jest korzystanie z "Zestawu wybranych wzoréw matematycznych" wydawanych przez
Centralng Komisje Egzaminacyjna.

. Zabrania sie korzystania z kalkulatora.

. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzystaniem z ta-
blic matematycznych wymienionych w punkcie 4.) zostaje on wykluczony z Konkursu.



ZADANIE 1 (10 pkt.).
Dtugosci bokoéw trojkata spelniajg warunek a > b > c. Niech R oraz r beda dlugodéciami promieni okregdw
odpowiednio opisanego i wpisanego w ten tréjkat.

Zadania do wykonania (8p + 2p):
(I) Wykazaé, ze bec < 6Rr < a?.
(II) Stwierdzi¢, przy jakiej zaleznosci pomiedzy dtugoéciami bokéw zachodzi be = 6Rr = a?.

ZADANIE 2 (10 pkt.).
Zadania do wykonania (5p + (3p+2p)):
(I) Znajdz najwickszy ujemny pierwiastek rownania
2z

3+281nx+cos§:O.

(II) Dla jakich wartosci parametru a € R rownanie

cos2x +asinx =2a — 7

ma rozwigzanie? Rozwiaz to réwnanie dla najmniejszej mozliwej wartosci parametru a.

ZADANIE 3 (6 pkt.).
Wykazaé, ze jeslia +b =1, to a* +b* > é dla dowolnych a,b € R.

ZADANIE 4 (10 pkt.).
Niech © bedzie skoriczonym zbiorem, tj. Q = {wi,...,wq} dla pewnego d € N. Elementy zbioru 2 na-
zywamy zdarzeniami elementarnymi, zas dowolny podzbior A C Q nazywamy zdarzeniem. Zakladamy,
ze kazde zdarzenie elementarne jest jednakowo prawdopodobne. W zwiazku z tym prawdopodobieristwo
zajscia zdarzenia A C 2 wyraza sie nastepujacym wzorem
_ 14

|’

gdzie |B| oznacza moc zbioru B albo inaczej ilo$¢ elementoéw zbioru B C Q.

P(4)

DEFINICIA 1. Méwimy, ze zdarzenia Aq, As,..., A,, n € N, sa niezalezne, jesli zachodzi ponizsza
TO6WNOSsEe
dla wszystkich k =2,...,n i wszystkich 1 <14; <ig < ... < <n.

DEFINICJA 2. Méwimy, ze zdarzenia Ay, Ao, ..., A, sa parami niezalezne, jezeli dla dowolnych réznych

i,j € {1,...,n} mamy
P(A: N A7) = P(4) - P(4)

Jest jasne, ze jezeli zdarzenia sg niezalezne, to sa réwniez parami niezalezne. Implikacja w druga strone

nie musi zachodzié, co pokazuje ponizszy przyktad.
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PRzYKEAD 3. (Bernstein, 1928) Rozwazmy urne, w ktorej znajduja sie cztery kule ponumerowane
nastepujaco: 112, 121, 211 i 222. Losujemy jedna kule, wiec zbiér wszystkich zdarzen elementarnych ma
posta¢ 2 = {(112),(121),(211),(222)}. Niech A; oznacza zdarzenie "wylosowano kule o numerze rozpo-
czynajacym sie od jedynki", Ag - "wylosowano kule o numerze, w ktorej druga cyfra jest jedynka", zas As
- "wylosowano kule o numerze, w ktorej trzecia cyfra jest jedynka". Mamy
_ Al 2

] 4
dla i =1,2,3 oraz P(A; N Ag) = P(A; N A3) = P(As N A3g) = 0,25. Oznacza, to ze zdarzenia Aq, Ay, As

sy parami niezalezne. Ale

P(Al NAsN Ag) =0+#£0,125 = P(Al) . P(AQ) . P(Ag),

P(4)

=0,5

wiec zdarzenia Aj, Ao, A3 nie sg niezalezne.

Zadania do wykonania (2p + 4p + 4p):

(I) W urnie znajduje si¢ jedna kula biata oraz jedna czarna. Losujemy trzy razy jedna kule ze zwrotem.
Niech A oznacza zdarzenie "wylosowano co najwyzej jedna kule czarng", zas B oznacza "wylosowano
wszystkie kule tego samego koloru". Sprawdzi¢, czy zdarzenia A i B sa niezalezne.

(II) Rozwazmy nastepujacy zbior zdarzen elementarnych

Q - {(a'7 b7 C)? (a7 C? b)’ (C, a’? b)7 (07 b7 a)7 <b7 a” c)’ (b7 C? a/)ﬂ (a’7 a’? a)? (b7 b? b)7 (07 C? C)} ‘

Niech Ay, k = 1,2, 3, oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze na k-tym miejscu znajduje sie litera
a. Pokaza¢, ze zdarzenia Aj, Ao, A3 sa parami niezalezne, ale nie sa niezalezne.
(ITI) Niech Aj, As, As beda zdarzeniami takimi, ze

P(A1 N Ay N Ag) = P(Ay) - P(Ag) - P(As).

Czy zdarzenia Ai, Aa, As sa parami niezalezne? Odpowiedz uzasadnij.

ZADANIE 5 (18 pkt.).
Roéwnanie funkcyjne to réwnanie, w ktérym wystepuja funkcje i zmienne, a niewiadoma jest funkcja.
Zmienne zazwyczaj sa dowolnymi elementami dziedziny. Zakres wartosci zmiennych zwykle zapisujemy po
prawej stronie réwnania. Rozwiazanie rownania funkcyjnego polega na wyznaczeniu wszystkich funkeji,
ktoére je spetniaja. W tym celu stosujemy réznorakie podstawienia wartosci zmiennych wystepujacych w

rownaniu. Rozwigzaniem réwnania funkcyjnego jest wiec zbiér funkcji.

PRzZYKEAD 1. Wyznaczymy wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnanie funkcyjne:
2f(z +y) — f(2x) = 4f(y) = 2(x —y)®, =,y R, (1)
Rozwiazanie: Podstawmy « = 01 y = 0 w réwnaniu dostajac:
2£(040) — £(0) — 4£(0) = 2(0 — 0)2 = 0.
Whioskujemy stad, ze f(0) = 0. Teraz wstawmy w Yy = x:
2f(2z) — f(2x) —4f(z) =2(z —2)> =0, z€R,
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czyli
f(2z) =4f(x), x€R. (2)
7 kolei, podstawienie y = 0 w réwnaniu prowadzi do:
2f(z —0) — f(2z) —4f(0) = 2(z — 0)® = 222, =z €R,
czyli
f2z) =2f(z) —22%, z€cR. (3)
Rownosci i po przyréwnaniu do siebie i podzieleniu stronami przez 2 daja nam kolejny zwiazek:
f(x) = -2, z€R. (4)

Jest to szukana postaé¢ funkcji f. Teraz nalezy sprawdzi¢, ze funkcja dana wzorem spetnia réwnanie
(1). To jest tatwym przeliczeniem:

—2(x+y)? + (22)* +4y* =2(x —y)?, z,y ER.
Odpowiedz: Funkcja f: R — R spelnia rownanie (1)) wtedy i tylko wtedy, gdy
f(z) = —2® z€R
PRrRzZYKEAD 2. Wyznaczymy wszystkie funkcje f: R — R spelniajace roéwnanie funkcyjne:
ffe+y)+2)=y, zyek ()
Rozwiazanie: Podstawmy x = O:

fUf)=f(fO+y)+0)=y, yeR (6)

Zauwazmy, ze z rownosci (6) wynika, ze funkcja f jest odwracalna oraz f = f —1. Teraz podstawmy w
y=0:

f(f(x)+2)=0, xeR.
Mamy stad:

Poniewaz f = f~1, wiec

Oznaczajac ¢ = f(0) dostajemy:
flz)=—x+¢c, zeR

Latwo jest sprawdzié, ze dla dowolnej statej ¢ € R funkcja powyzszej postaci spelnia réwnanie . 0Od-
powiedz: Funkcja f: R — R spetlnia réwnanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka stata ¢ € R,

ze
flz)=—xz+¢, zeR
Zadania do wykonania (8p + 10p):

(I) Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace rownanie funkcyjne:

flx+2y)+1+y=f(x)+ fly), =yeR



(IT) Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace rownanie funkcyjne:

fle+y)— flx —y) =4dzy, z,y€eR.

ZADANIE 6 (15 pkt.).

DEFINICJIA 1. Powiemy, ze podzbidr I C R jest przedziatem domknietym, jezeli jest on jednej z postaci:

* I =[a,b] dla pewnych a,b € R, a < b (up. [1,2]);
* T —
*

o0) dla pewnego a € R (np. [1,00));

= [a,
= (—00, a] dla pewnego a € R (np. (—o0, 2]);
*IT=R.

DEFINICJIA 2. Niech I bedzie przedziatem domknietym i f : I — I. Powiemy, ze f jest odwzorowaniem
zwezajgeym, jezeli istnieje a < 1 taka, ze dla dowolnych x,y € I,

[f(z) = fy)] < alz —y].

Powiemy, ze f jest odwzorowaniem stabo zwezajgcym, jezeli dla dowolnych x,y € [ takich, ze x # v,
zachodzi

[f (@) = fW)| < |z —yl.

Powiemy, ze f jest odwzorowaniem nieoddalajgcym, jezeli dla dowolnych x,y € I,
[f (@) = F(y)| < |z —yl.

UwAGA 3. Kazde odwzorowanie zwezajace jest stabo zwezajace, a kazde odwzorowanie stabo zwezajace

jest nieoddalajace.

PRZYKEAD 4.
Funkcja f dana wzorem f(z) = %l‘ dla x € [0, 00) jest odwzorowaniem zwezajacym. Istotnie:
- dla dowolnego z € [0,00), f(z) = $z € [0,00), zatem f : [0, 00) — [0, c0);
- dla dowolnych z,y € [0, 00),

1 1
3Ty =5lt—yl<glz—yl.

PRZYKLAD 5. Funkcja g dana wzorem g(z) = x dla € R jest odwzorowaniem nieoddalajacym ale
nie jest odwzorowaniem stabo zwezajacym. Istotnie, g : R — R oraz dla dowolnych z,y € R,
l9(x) —9(W)| = |z —y| < [z —yl.
Przypusémy, ze g jest odwzorowaniem stabo zwezajacym. Wowczas dla réznych x, y € R dostajemy sprzecz-
nosc:
[z —yl = lg(z) — g(¥)| < |z —yl.

PRZYKEAD 6. Funkcja h(z) =z + 1 dla = € [0, 1] nie jest odwzorowaniem nieoddalajacym, poniewaz
h(1) =2 ¢ [0, 1]. Zatem nieprawda, ze h : [0, 1] — [0, 1].



TWIERDZENIE 7. Niech I bedzie przedziatem domknietym, f : I — R oraz niech a < oco. Zatdzmy,
ze f jest rézniczkowalna na I (na kraricach I rozwazamy pochodne jednostronne). Nastepujgce warunki sg

rownowazne:

(i) dla dowolnego x € I, modut pochodnej |f'(x)| < a;
(ii) dla dowolnych z,y € I, |f(z)— f(y)| < alz —y|.

UwAGA 8. Ponizej zaktadamy, ze f, g sa zdefiniowane na pewnym przedziale domknietym [ oraz a € R.

1. Pochodne podstawowych funkcji:
- jezeli f(z) =z, to f'(z) = 1;
- jezeli f(z) =1, to f'(z) = 0;
- jezelin >21i f(x) = 2", to f'(x) = na" !
- jezeli f(z) =sinz, to f'(z) = cosx;
- jezeli f(x) = cosz, to f'(z) = —sinx;
f(x) =¢€", to f'(x) = e*.
2. Podstawowe wtasnosci pochodnych:
(4 9)(@) = F@) + g (@) @p. (@t a2 = (@) + (@) = 14221 = 1+ 20),
- (af)(z) = af'(z) (np. (3sinz)" = 3(sinz)’ = 3cosx).

- jezeli

PRzZYKLAD 9. Rozwazmy funkcje f dang wzorem f(z) = £2® dla = € [0,2]. Latwo wida¢, ze dla
z €1[0,2], f(z) € [0,2], czyli f : [0,2] — [0,2]. Jednoczesnie dla dowolnego = € [0,2], | f/(z)| = | 2% < 12.
Wobec Twierdzenia [7] f jest odwzorowaniem zwezajacym.

DEFINICJA 10. Niech I bedzie przedziatem domknietym i f : I — I. Powiemy, ze x, € I jest punktem

statym f, jezeli f(xy) = .

TWIERDZENIE 11. (Zasada Banacha) Jezeli I jest przedziatem domknictym i f : I — I jest odwzoro-
waniem zwezajgeym, to [ posiada doktadnie jeden punkt staty.

Zadania do wykonania (3p + 4p + (2p + 3p) + 3p):
(I) Rozwazmy funkcje f, g, h, p zdefiniowane nastepujaco:
fz) =2%?dla z € R;
g(z) =2 dla z € [-1,1];
h(z)=2*+5dla z € [—%, %],
p(z) =sinz dla x € R.
Dla kazdej z tych funkcji ocen, czy jest ona odwzorowaniem zwezajacym oraz czy jest ona odwzo-
rowaniem nieoddalajacym. W kazdym przypadku odpowiedz uzasadnij.
(IT) Wykonaj jedno z ponizszych zadan:
(a) Podaj przyktad odwzorowania stabo zwezajacego ktore nie jest zwezajace. (2p)
(b) Podaj przyktad odwzorowania stabo zwezajacego bez punktu statego, ktore nie jest zwezajace.
(4p)
(TI1) (a) Niech f bedzie odwzorowaniem stabo zwezajacym. Udowodnij, ze f posiada co najwyzej jeden
punkt staty.
(b) Niech f bedzie odwzorowaniem nieoddalajacym. Udowodnij, ze f posiada co najwyzej jeden
punkt staly lub posiada nieskonczenie wiele punktéw statych.



(IV) Korzystajac z Zasady Banacha wykaz, ze rownanie
2z +cosx =2

ma doktadnie jedno rozwiazanie w zbiorze R.

ZADANIE 7 (11 pkt.).
Dla dowolnych dwu liczb naturalnych a,b € N mozna zdefiniowaé ich najwiekszy wspdlny dzielnik jako
najwiekszg liczbe naturalng, ktéra dzieli a oraz b. Zwyczajowo najwiekszy wspélny dzielnik liczb a,b
oznaczamy (a,b). Dodatkowo, jesli (a,b) = 1 to liczby a, b nazywamy wzglednie pierwszymi.

PRZYKEAD 1. Niech a =12, b = 32 wowczas (a,b) = 4.

Ponizszy algorytm, zwany Algorytmem Euklidesa pozwala w tatwy sposéb znalezé najwiekszy wspolny
dzielnik dwu liczb.

ALGORYTM 2. Niech a,b € N. Oczywiscie, jesli a = b, to (a,b) = a. Mozemy wiec zaltozy¢, ze a £ b i
przyja¢, dla ustalenia uwagi, ze b < a.
Krok 1. Dzielimy liczbe a przez b uzyskujac reszte a; € {0,1,...,0 — 1}.
Krok 2. Dzielimy liczbe liczbe b przez a; uzyskujac reszte ag € {0,1,...,a; — 1}.
Krok 3. Dzielimy liczbe a1 przez ag uzyskujac reszte asz € {0,1,...,as — 1}.

Algorytm koticzy sie w kroku n € N, w ktorym a,, = 0. Wowcezas (a,b) = ap—1.

PrzYKEAD 3. Niech a = 929 oraz b = 277. Mamy:
Krok 1. 929 = 3. 277 4+ 98
Krok 2. 277 =2-98 + 81
Krok 3. 98 =1-81 4+ 17
Krok 4. 81 =4-17+13
Krok 5. 17=1-13+4
Krok 6. 13=3-4+1
Krok 7. 4=4-1+40.

Ostatnig niezerowa reszta jest ag = 1 zatem (929,277) = 1.

TWIERDZENIE 4. Niech a,b € N oraz oznaczmy D = (a,b). Wowczas istniejg x,y € 7 takie, Ze
D = za + yb.

Przedstawienie najwickszego wspoélnego dzielnika w postaci kombinacji liniowej o wspotczynnikach
catkowitych mozna tatwo znalez¢ "odwracajac" algorytm Euklidesa w nastepujacy sposob (odnoszac sie
do powyzszego przyktadu):

PRZYKLAD 5.

1 R0 g 3. g S g 3 (17— 1-13) = (=3) - 17+4-13 FEH (23) 1744 (81— 4 17) =
4-81-19-17 %% 4.81-19. (98— 1-81) = (—19)- 98 +23-81 "% % (~19) - 98 + 23 - (277 — 2 - 98) =
23277 — 6598 & 1 23. 277 — 65 (929 — 3-277) = (—65) - 929 + 218 - 277.

Ostatecznie (929,277) =1 = (—65) - 929 + 218 - 277.



DEFINICJA 6. Dla ustalonej liczby naturalnej n € N, rozwazmy zbior ¢(n) = {k € {1,...,n}: (k,n) =

1}. W zbiorze ¢(n) mozna okresli¢ dziatanie dwuargumentowe
ni ¢(n) X ¢(n) = ¢(n)

nastepujaco: a -, b to reszta z dzielenia a - b przez n, dla a,b € ¢(n) (reszta z dzielenia a - b przez n, to

jedyna liczba r € {0,...,n — 1} taka, ze liczba a - b — r jest podzielna przez n).

TWIERDZENIE 7. Dziatanie -, w zbiorze ¢p(n) ma nastepujace wtasnosci:
(i) dla kazdego a € ¢(n) mamy 1 -, a = a;
(ii) dla wszystkich a,b € ¢p(n) mamy a -, b=">b-, a;
(i11) dla wszystkich a,b,c € p(n) mamy (a - b) -nc=a -y (b-yc);
(iv) dla kazdego a € ¢(n) istnieje doktadnie jedno a=1 € ¢(n) takie, ze a -, a™' = 1.

PrzYKEAD 8. Rozwazmy zbior ¢(929). W poprzednich przyktadach pokazalismy, ze (929,277) = 1
zatem 277 € ¢(929). Dodatkowo, skoro 1 = (—65) - 929 + 218 - 277, to 218 -g29 277 = 1. Stad 277! = 218.

Zadania do wykonania (2p + 3p + 2p + 2p + 2p):
(I) Wykorzystujac Algorytm Euklidesa wyznacz (282, 78).

(IT) Wykorzystujac Twierdzenie |4 wykaz, ze dla dowolnych liczb a,b € N istnieja x € N,y € Z takie, ze
xa+yb = (a,b) (tj., ze mozna oczekiwaé, aby w kombinacji liniowej generujacej najwiekszy wspolny
dzielnik z Twierdzenia 4| KONKRETNY wspotezynnik byt dodatni).

(III) Znajdz (121)~! w zbiorze ¢(416).
(IV) Wykaz, ze dla dowolnego n € N oraz a € ¢(n) mamy (a~

(V) Rozwiaz w ¢(37) rownanie zmiennej x € ¢(37) postaci:

8372 = 16,

h=l=q.

tj. znajdz wszystkie © € ¢(37) spelniajace to rownanie.



