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18 lutego 2014 r.

Maksymalna do zdobycia ilo§¢ punktow: 80

1. Drugi etap Konkursu sktada si¢ z 4 zadari z trescig oraz 3 zadan z matematyki wyzszej (do

zadan tych dolaczone s definicje, twierdzenia i przyktady pomocne w ich rozwigzywaniu).

9. Maksymalna liczba punktéw do zdobycia za kazde z zadan podana jest przy numerze

zadania.

3. Zabrania sie korzystania z korektora.

4. Podczas tego etapu Konkursu dozwolone jest korzystanie z ,,Zestawu wybranych wzorow

matematycznych” wydawanych przez Centralng Komisje Egzaminacyjna.

5. Zabrania sie korzystania z kalkulatora. |

6. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzysta-

niem z tablic matematycznych wymienionych w punkcie 4) zostaje on wykluczony z Kon-

kursu.



Zadanie 1 (8 punktéw). Srodki czterech kél o promieniu a > 0 znajdujq sie w wierzchotkach

kwadratu o boku a. Znalez¢ pole czesci wspdlnej danych czterech kot.

Zadanie 2 (10 punktow). Wykaz, Ze dla dowolnego n € N i dowolnego k € N takiego, ze k > 2,
liczba ¥/n? + n nie jest wymierna.

Zadanie 3 (8 punktow). Okresl liczbe dzielnikdw liczby
2*.8%.4%. . .20,

Zadanie 4 (9 punktow). Niech aq,ay, ...,a, € R. Rozwazmy nastepujgce liczby

J\I=ma.x{2a,~a,~:a,-€{0,1}}, m=min{2ai-ai:a,-€{0,1}}.
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Definicja. Rozwazmy niepusty zbiér G oraz dwuargumentowe dziatanie o w zbiorze G,

tj. 0: G x G = G. Uporzqdkowang par¢ (G, o) nazywamy grupg jesli

1. Yopeec (a0b)oc=ao(boc),

)

Jecc Vaec a0e=coa=a (element e nazywamy elementem neutralnym dziatania o);

o
:

Veec Tvec aob=0boa=e (element b nazywamy elementem odwrotnym do a).

Ponadto, jesli

Va,beG aob="boa
to grupe (G, o) nazywamy abelowq (przemienng).

Przyklad 1. Rozwazmy 2bior Zs = {0,1,2,3,4} oraz dziatanie o : Zs X Zs — Zs okreSlone
wzorem

zoy=xz+y (mod 5)
(tzn. T oy to reszta z dzielenia x +y przez 5). Wowczas para (Zs, o) jest grupg abelowg.
Zadanie 5 (7+8 = 15 punktéw).
a) Niech G = R oraz rozwazmy dziatanie x : R x R — R okreslone wzorem

zxy=x+y+4

Sprawdzié¢ czy (G, ) jest grupg abelowq.

b) Niech bedzie dana grupa (G, o) trdjelementowa i niech G = {a, b, c}. Pokazaé, ze grupa ta

jest abelowa.



Definicja. Niech X,Y bedq 2biorami. Hloczynem kartezjariskim zbioréw X 1Y nazywamy zbidr
XxY={(xy):xe X yeY}

Definicja. Relacjg w zbiorze X nazywamy dowolny 2bior R € X x X. Dla uproszczenia zapisu

zamiast (z,y) € R piszemy zRy.

Przyklad 2. Relacjg w zbiorze N jest klasyczna relacja < (tj. (n,m) €< wtedy i tylko wtedy
gdyn <m).

Definicja. Powiemy, ze relacja R w zbiorze X jest:
a) zwrotna, jesli Vyex TRz;
b) przechodnia, jesli Vo y.cx (ZRy AyRz) = zRz;
c) stabo antysymetryczna, jesli V, yex (zRy AyRz) = z=1.

Relacje, ktora jest zwrotna, przechodnia i stabo antysymetryczna, nazywamy relacjg czedcio-
wego porzgdku w zbiorze X. Relacje, ktora jest relacjg czeSciowego porzgdku oznaczamy z re-

guly symbolem =< .

Przyklad 3. Rozwazmy zbidr P(N) (wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych) oraz re-

lacje inkluzji (zawierania) C w tym zbiorze. Jest to relacja czesciowego porzqdku.
e Pokazemy, ze C jest zwrotna. Niech A € P(N), mamy oczywiscie A C A.

e Pokazemy, ze C jest przechodnia. Niech A, B,C € P(N) i zatézmy, ze A C B oraz B C C.

Wowczas oczywiscie A C C.

e Pokazemy, ze C jest stabo antysymetryczna. Niech A,B € P(N) i zatézmy, ze A C B
oraz B C A. Wéwczas A = B.

Definicja. Niech X bedzie niepustym zbiorem oraz < bedzie relacjq czesciowego porzqdku w tym

zbiorze. Element a € X nazywamy elementem:
e najmniejszym, jesli Voex a =<
o minimalnym, jesli nie istnieje x € X taki, ze x # a oraz z < a;

e najwiekszym, jesli V.ex = < a;




e maksymalnym, jeslhi nie istnieje v € X taki, ze x # a oraza X .

Twierdzenie 4. Niech X bedzie niepustym zbiorem oraz < bedzie relacjq czedciowego porzqdku

w tym zbiorze. Wowczas kazdy element najwickszy jest maksymalny i kazdy element najmniejszy
jest minimalny.
Przyklad 5. Rozwazmy zbior X = {2,4,6,8} oraz relacje =< w tym zbiorze zdefiniowang na-

stepujgeo
=<y <> z dzeliy.

Pokazemy, ze < jest relacjq czeSciowego porzgdku:
e Pokazemy, ze < jest zwrotna. Niech x € X. Wowczas oczywiscie T dzieli z, zatem z X .

e Pokazemy, ze = jest przechodnia. Niech z,y,z € X i zaldimy, ze Sy oraz y X z, 1.
y = kx,z = ly dla pewnych k,l € Z. Mamy sted, ze z = klz oraz kl € Z, zatem z dzieli z,
wiec T X 2.

e Pokazemy, ze X jest stabo antysymetryczna. Niech z,y € X 1 zalézmy, ze x <X y oraz

y < z. Stqd x dzieli y oraz y dzieli x, zatem T =Y.

Zauwazmy, ze w zbiorze X istnieje element najmniejszy, istnieje element minimalny, istniejq

dwa elementy maksymalne ale nie istnieje element najwiekszy. Istotnie
e Liczba 2 jest elementem najmniejszym, poniewaz 2 X 2,2 <4,2<X6,2<X8.

e Wobec Twierdzenia 4, liczba 2 jest elementem minimalnym. Ale widaé to tez wprost z de-
finicji: nie istnieje * € X, T # 2 taki, ze x < 2 (nie istnieje w X liczba, ktdra dzieli 2 1
jest rézna od 2).

e Elementami maksymalnymi sq 8 oraz 6, poniewaz nie istnieje w X element = # 8, taki,
ze 8 < x. Podobnie dla 6.

e Nie istnieje element najwickszy, poniewaz jedynymi kandydatami sg 6 i 8 ale mamy, ze

—(6 < 8) oraz ~(8 < 6).
Definicja. Relacje czesciowego porzqdku = w zbiorze X nazywamy liniowq, jesli

Veyex T3yVy =3z
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Przyktad 6. Zauwazmy, ze relacja cze$ciowego porzqdku w Przyktadzie 5 nie jest liniowa,

poniewaz nieprawda, z¢ 6 X 8 oraz nieprawda, e 8 X 0. Innymi stowy, elementy 6,8 € X sq

nieporéwnywalne.

Przyklad 7. W zbiorze N x N rozwasmy nastepujqeq relacje
(n,m) < (k1) = (n<k)V(n= kAm <))

Na przyktad w relacji = s¢: (1,2) X (2,1), (3,4) = (3,7). Pokazemy, ze = jest relacjq czescio-
wego porzqdku:
o Pokasemy, ze = jest zwrotna. Niech (n,m) € NxN. Wowczas oczywiscie (n,m) < (n,m).

e Pokazemy, ze =X jest przechodnia. Niech (ny,m1), (ng, m2), (n3,ms) € Nx N i zatézmy, ze

(ng,m1) 2 (ng, mg) oraz (ng,mg) = (n3, m3). Mamy nastepujgce mozliwosct

— n; < ng orazng < N3. Wéwczas mamy ny < Nz < N3, skqd ny < n3, zatem (nq,mq) =

(TL3, ’ITL3).

—ny < ng oraz ng = N3 i mg < mg. Wowczas np < N2 = 13, czyli np < M3. Zatem

(nla ml) -.i (n3,m3)'
w pozostatych przypadkach podobnie.

e Pokazemy, ze jest stabo antysymetryczna. Niech (nq,m1), (ng, me) E Nx N1 zatdzmy, ze
(ny,my) X (ng, my) oraz (ng,mg) =X (nq,mq). Latwo widaé, ze mamy jedynie mozliwosé
(n1,my) = (ng, ma), gdyz n1 = N2 imy < mgy oraz (ng, mg) X (n1,m1), poniewaz ny =M

i my < my. Wowczas nq = Nz, M1 = M2 czyli (n1,m1) = (ng, ma).

Wobec powyzszego = jest czesciowym porzqdkiem w N X N. Zauwazmy, ze element (1,1)
jest elementem najmniejszym i minimalnym. Istotnie, dla kaidego (n,m) € Nx N oczywiscie
mamy (1,1) < (n,m). Ponadto (wobec Twierdzenia 4 ), nie istnieje ani element maksymalny
ani najwiekszy, bowiem dla kazdego (n,m) € N x N mamy oczywiscie (n,m) < (n + 1,m).

Porzqdek < jest liniowy.
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Zadanie 6 (6+9=15 punktéow).
a) Rozwazmy zbior X = {3,7,9,12,252} i relacje < okreslong formulq
T Xy <> z dzeli y. >

Czy istniejg w tym zbiorze elementy najmniejsze, minimalne, najwicksze, maksymalne?
Odpowiedzi uzasadnij i ewentualnie wskaz te elementy.

b) Rozwazimy zbior X = N x N oraz dwie relacje <,, X2 okreslone nastepujgco
(n,m) <, (k1) <= n<kAm<l,

(n,m) <5 (k,1) < n>kAm=1L.

Pokaz, 3¢ <y, =<, sq relacjami czedciowego porzgdku. Czy istniejq w tych porzqdkach
w zhiorze X elementy najmniejsze, minimalne, najwigksze, maksymalne? Odpowiedzi uza-

sadnij 1 ewentualnie wskaz te elementy
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Definicja. Niech X bedzie niepustym zbiorem. Rodzine F C P(X) nazywamy ciatem, jesli

spelnia nastepujgce warunki
1. 0 e F;
2 Vaer X\A€EF
3. Vaper AUBE F.

Dodatkowo, jesli zamiast warunku 3. zachodzi warunek

gv‘ VA],AQ\A;L“.G.F U An & 'Fv

neN

to cialo F nazywamy o-ciatem.

Przyklad 8. Niech X =N oraz F = P(N). Wowczas F jest o-ciatem. Istotnie, mamy

e DeF;
e Niech A € F, tj. A C N. Wowczas oczywiscie N\ A C N, zatem N\AeF;
e Niech Ay, As,... € F, 4. Au CNdlan € N. Wtedy oczywiscie |J An €N, czyli |J An €
- neN neN
Przyklad 9. Niech X = N i niech W = {1,2,3}. Rodzina F = {0, N, W, N\ W} jest o-ciatem.
Istotnie, mamy
e () € F z definicji rodziny F;
e Niech A € F. Mamy nastepujgce mozliwosci
— A=0, wtedy N\A=N, wiec N\ A € F;
— A=N, wtedy N\ A =0, wiec N\ A € F;
— A=W, wtedy N\ A =N\ W, wiec N\ A € F;
—~ A=N\W, wtedy N\ A=W, wiec N\ A € F.

e Niech Ay, As, ... € F. Poniewaz F jest skoriczona, to mamy tylko nastepujgce mozliwosct

— jesli w ciggu Ay, Ao, ... wystepujq tylko zbiory puste, to wtedy |J A, =0 € F;
neN
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— jesli w ciggu Ay, Ay, ... wystepuje 2bidr N, wtedy |J An =NE€F;

neN
— jedli w ciggu Ay, Az, ... wystepuje 2bidr W oraz N\ W, wtedy U AA.=NE€ F;
neN

— jesli w ciggu Ay, Ag, ... wystepujq tylko zbiory puste i pojawia sig zbidr W, wtedy

U A, =W EF;

neN
— jesli w ciggu Ay, Ay, ..

U A.=N\W e F.

neN

Zadanie 7 (8+7=15 punktow).

wystepugq tylko zbiory puste i pojawia sig zbioT N\ W, wtedy

a) Niech X =N i rozwazmy rodzing

F={ACN:A— jest skoriczony lub N\ A— jest skoriczony}.

Sprawdzié czy F jest ciatem. Czy jest tez o-ciatem?

b) Niech X = {a,b,c, d} i niech F = {0, X, {a},{c}, {b;c,d}, {a,b,d},{a,c},{b, d}}. Spraw-

dzi¢ czy F jest ciatem. Czy jest tez o-ciatem?
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